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RESUMO

As metodologias probabilisticas tém sido consideradas como sendo as mais adequadas na avaliacéo da
seguranca de estruturas existentes. Dentro das metodologias probabilisticas, as metodologias
Bayesianas surgem como ferramentas muito valiosas na medida em que permitem actualizar modelos
probabilisticos quando informagdes novas se tornam disponiveis, sem ignorar qualquer informacao
relevante existente. As metodologias Bayesianas permitem, desta forma, integrar os dois tipos de
informacdo, a nova (também chamada informagdo a posteriori) e a informacdo existente (também
chamada informacéo a priori).

Nesta comunicagdo propde-se aplicar estas metodologias ao caso especifico em que a informagéo nova
é do tipo amostral e 0 modelo probabilistico a actualizar é do tipo Normal. Conforme se sabe, para que
seja possivel actualizar a distribuicdo de probabilidade de uma variavel aleatoria, é necessario assumir
que pelo menos um dos parametros da sua distribuicdo é, ele préprio, variavel aleatéria. No caso
especifico de modelos normais, a distribuicdo é descrita por dois pardmetros que coincidem com o0s
dois primeiros momentos (a média e a variancia). Através dum exemplo, analisam-se as implicagdes
de se admitir que apenas a média é aleat6ria e de se admitir que tanto a média como a variancia séo
aleatorias.

O exemplo apresentado diz respeito a determinagdo da distribuicdo de probabilidade do momento
resistente da seccéo do tabuleiro de um viaduto. A distribuicéo de probabilidade, e em particular os
resumos estatisticos, serdo avaliados através do método de Monte Carlo e a varidvel aleatdria que sera
objecto de actualizagdo sera a resisténcia do aco de pré-esfor¢o. Considerar-se-a que a informacgéo
probabilistica existente € a que consta no projecto, complementada com as recomendagdes da
regulamentacdo existente, e a informag&o adicional é a que é possivel colher dos registos de obra, em
particular os registos relativos as caracteristicas técnicas das bobines empregues.
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1. INTRODUCAO

As metodologias probabilisticas Bayesianas tém enorme potencial no campo da avaliacdo da
seguranca de estruturas existentes na medida em que permitem actualizar modelos probabilisticos
quando informagbes novas se tornam disponiveis, nomeadamente as que se obtém através de
inspecgdes, ensaios ndo destrutivos e consulta de registos de obra. Uma das virtudes da abordagem
Bayesiana é que se existir informacdo anterior relevante ela é tida devidamente em conta.

A metodologia Bayesiana a utilizar depende do tipo de informagéo adicional. Analisa-se 0 caso em
que essa informacdo é do tipo amostral. Comeca-se por analisar o caso geral, aplicando depois a
formulacéo geral ao caso especifico de variaveis com distribui¢cdo normal.

2. CASO GERAL

Seja X uma va (varidvel aleatdria) continua com fdp (fungcdo densidade de probabilidade)
f(x|0) com 6 um pardmetro também considerado como va". O vector (X,8) constitui assim um

vector aleatorio, cuja fdp conjunta denota-se for f(x,8). A fdp marginal de X seré representada por
f (x) e a marginal de &por f(6).

A distribuicdo de @ condicional a um valor particular de X, digamos X = x &, por definicéo:

f(x,0)
f(0]x)= t () 1)
Da mesma forma, por definicéo:
f(x|6?)=M < f(x,0)=f(x|0)f(0) 2)
f(6)
Substituindo (2) em (1) tem-se:
(@) =[O0 f(x]0)f(0) ©)

Esta expressdo, que ndo é mais do que o teorema de Bayes aplicado a densidades, pode ser
interpretada assim: Sup@e-se conhecida a distribuicdo f(#), designada por distribuicdo a priori.
Entretanto observou-se X = x (ou se preferirmos X = x;). Conhecida esta observacdo, a Eq. (3) permite
actualizar a distribuicdo de 6, denotada por f(&|x) e designada distribuicdo a posteriori. Note-se que
na expresséo (3) x representa um valor particular, ou uma constante, pelo que | f (x)]_lé também uma
constante, podendo escrever-se:

f(8]x)oc f(x|0)f(8),onde osimbolo o« indica proporcionalidade 4)
No caso de se tornar disponivel ndo uma Unica observagdo de X mas uma amostra de dimenséao n,

digamos &= {x, ..., Xn}, a distribuicdo a posteriori de &, denotada agora por f (€ |&), obtém-se muito
facilmente por um raciocinio semelhante ao anterior:

f(0]e)c L(O]e) T (6) (®)
onde L(&|¢) representa a conhecida funcdo verossimilhanca, definida por:
n
L@le)=]]f(x16) (6)

i=1
Quando ndo existir informacdo a priori relevante, a distribuicdo escolhida para f(#) sera uma
distribuicdo do tipo ndo informativo [1]. Se pelo contrario, a informacdo a priori é relevante, como

“ No caso de existir mais do que um pardmetro, a varidvel & deve ser encarada como um vector, i.,
0={6, 6, ..}
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acontece por exemplo quando existe experiéncia acumulada sobre o fenémeno em estudo, é usual
adoptar-se para f () uma familia especial, escolhida de tal maneira que f (@) e f(8|&) pertencam a
mesma familia. Na terminologia Bayesiana diz-se que essa familia € a conjugada natural da
distribuicdo f(x|6)[1, 2, 3].

Voltemos ao vector aleatério (X,8) com fdp conjunta f (x,8) . Desta distribuicdo conjunta pode
extrair-se a marginal de X, que por definicdo é dada por:

f0=[""f(x.60)0d6.
Substituindo nesta equacdo a Eq.(2), a marginal de X toma a forma:
f(x) =_f_+°° f(x|6)f(6)de @)

Na terminologia Bayesiana a distribuicdo marginal de X é frequentemente denominada de distribuicdo
preditiva de X. Na Eq. (7) usou-se a distribuicdo a priori de 6, e por isso f(x) é chamada de preditiva
a priori. A distribuigdo preditiva a posteriori, denotada coerentemente por f(x|&), € naturalmente
dada por:

f(xle)=[" f(x|0)f(@]e)d0 (8)

Quando se utiliza para 6 uma distribuicdo ndo informativa, a distribuicdo f (&]&) designa-se por
distribuicdo a posteriori de referéncia e a distribuicdo f(x|&) designa-se por preditiva de referéncia
[2]. Por conseguinte, quando f(&)é do tipo ndo informativo, a preditiva de referéncia sé utiliza
informacdo amostral e os resultados obtidos sdo comparaveis (dai a designacdo referéncia) aos
resultados da Estatistica Classica, que, recorde-se, sé utiliza informacdo amostral. De seguida
aplicaremos as formulacBes acima ao caso de modelos normais, muito comuns em aplica¢bes de
engenharia, e ndo so.

3. ACTUALIZACAO DE MODELOS NORMAIS
3.1 Descric¢ao do modelo

Seja X uma variavel aleatoria normalmente distribuida com média « e precisdo A. A preciséo, recorde-
se, 6 definida como o inverso da variancia, isto 6, 1=1/c2. A funcéo densidade de probabilidade de
X, expressa em termos da precisdo, tem a forma:

1/2
f (x|, A)=normal (u,A) = c-exp{—%;t(x—,u)z} com C = (2—j 9
VA

Os momentos sdo: E[X |, Al=pu e V[X|ux,A]1=1/2

Chama-se a atencédo para a notacdo utilizada. Asva (X |, 1), (X) e (X |&), pese embora o facto de
se referirem a mesma populacdo, possuem distribuicdes de probabilidade distintas.

Para que seja possivel actualizar a distribuicdo de X é necessario considerar que pelo menos um dos
parametros é aleatério. Consideraremos em primeiro lugar o caso em que a média u é aleatéria e a
precisao é fixa e igual a A.
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3.2 Analise considerando média aleatoria e precisao fixa

Distribuicdes conjugada natural e preditiva: Demonstra-se que a distribuicdo conjugada natural da
familia Normal quando a preciséo é fixa é a propria distribuicdo Normal. Constata-se também que a
preditiva de X continua a ser do tipo Normal. Um outro resultado interessante é que a variancia de X é
exactamente igual a soma da varidncia de (X |x,A) com a variancia de g ou seja,

V[X]=V[X | 2] +V [4].

Preditiva a priori: Admita-se que a precisdo de (X | u,A) € fixa e igual a 4. Admita-se ainda que a
priori a média e a precisdo de u sdo, respectivamente, iy € Ao, OU seja, f(u)= normal(yo,ﬂo).
Defina-se o pardametro ny = Ao/ A, usualmente designado por dimensdo da amostra equivalente a priori.
Aplicando a Eq. (7) pode demonstrar-se que a distribui¢do preditiva de X é dada por [2]:

f(x)=normal[u0, Mo /IJ (10)

ng+1
A equacdo acima mostra que a definicdo do modelo a priori requer a especificacdo de 3 parametros
(H9,Ng, 4) .

Preditiva a posteriori: Suponha-se agora que se tornou disponivel uma amostra de X de dimenséo n, a
saber, 6= {xy, ..., X,}. A aplicacdo da equacdo (8) conduz ao seguinte resultado [2]:

f(x|g)=normal[un,M/1 onde: (11)
Ng+n+1
n +nX _
=20 e X=(1Un) Y, (12)
Ny +N

Verifica-se assim que a média de (X |&) é uma média ponderada entre a média a priori e a média

amostral, e os coeficientes de ponderacao sdo, respectivamente, a dimensdo da amostra ¢ e a dimensao
da amostra equivalente a priori. Se a informacéo a priori for de facto do tipo amostral o pardmetro n,
estd automaticamente definido. Se ndo, é necessario atribuir-lhe um valor, eventualmente de forma
subjectiva, dependendo da confianca relativa que se tem nos dois tipos de informacdo. Se a confianga
que se tem em ambas for idéntica considerariamos no = n. Se a confianga que se tiver na amostra ¢ for,
digamos, o dobro da confianga na informacéo a priori, tomariamos ny =

=n/2, e assim sucessivamente.

Preditiva de referéncia: Quando a informacdo existente é pouco relevante, por ser escassa ou
demasiado vaga, utiliza-se, como vimos, uma distribuicdo do tipo ndo informativo. No presente caso,
a distribuicdo ndo informativa usual para ¢ é a chamada distribuicdo difusa [4], isto é, f(u)=

constante. A aplicacdo da Egs. (5) e (8) conduz a seguinte distribuicédo [2]:

f (x| &) = normal [7%1) (13)

E interessante notar que esta distribuicio constitui um caso particular de (11) fazendo n, = 0. Ou seja,
quando ndo existe informacdo a priori relevante, tal situagcdo é equivalente a considerar-se que a
amostra equivalente a priori tem dimensdo nula. Repare-se ainda que 0 caso que se estd a analisar
(precisdo conhecida) ndo permite extrair toda a informacéo contida na amostra & Efectivamente sé se
estd a utilizar duas estatisticas, a dimensdo da amostra n, e a média amostral X . A varianga amostral,
s?, 56 sera utilizada quando se considera que tanto 2 como A sdo incertos, caso a analisar de seguida.
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3.3 Analise considerando média e precisao aleatorias

Distribuices conjugada natural e preditiva: A distribui¢cdo conjugada natural para o vector (u,A)
consiste numa mistura entre a distribuicdo normal e a distribuicdo gama [1], ficando implicito que os
parametros u e A sdo dependentes. A distribuicdo (preditiva) resultante de X é uma t-Student. Recorde-
Se que no caso anterior em que se assumiu A fixo, a preditiva de X era normal.

Preditiva a priori: Da distribuicdo conjunta mencionada acima (mistura entre uma normal e uma
gama) é possivel extrair as marginais de x e A. A marginal de A é uma gama, que, funcdo dos
pardmetros « e S (parametros a priori) tem a seguinte expressao:

f(2)=gama(a,f)=c-A*e#  (c- constante de normalizagao) (14)
cujos momentos sdo: E[A] = /8 e V[A] = alp’
A marginal de x é uma t-Student que depende dos mesmos « e S anteriores (dai a dependéncia referida
acima) e ainda de dois outros pardmetros, 14 € no, cujos significados séo idénticos aos considerados na

sub-seccdo anterior, isto € 14 representa a média de x a priori e no (parametro adimensional)
representa a dimensdo da amostra equivalente a priori.

A distribuicédo preditiva a priori de X tem a seguinte expressao [2]:

n o
f (x) = t-Student| g, —2——,2
(x) (ﬂo Y a} (15)
Cujos momentos s&o:
N+l f
E[X]=u; V[X]=2—-—
R (16)

Assim, a informag&o a priori (se existir e se for relevante) é materializada em 4 pardmetros: 4, No, &,

B

Preditiva & posteriori: Suponha-se agora que se tornou disponivel uma amostra de dimenséo n, a
saber, ¢ = {xi, ..., X,}. Esta amostra permite actualizar a distribui¢do de X, dando lugar a va X|e, cuja
distribuicdo é dada por [2]:

nNn+ny a+n/2
f (x|&) = t-Student| u,, 0 2a+n| onde:
(x]¢) {,Un i+l 4, a } (7
Notlp +NX 1, Non(s-X)°
My = ; Br=B+_Ns" +———— (18)
Ny +n 2 2(ng+n)

Nas expressfes acima, X e s® sd0 as estatisticas suficientes extraidas da amostra ¢, definidas como:
2
X=(Un)Y % e s*=(1/n)Y (x-X) (19)

Preditiva de referéncia: A distribuicdo ndo informativa mais usual para o vector (u,A) é conhecida
como distribuicdo de Jeffreys e é dada por f (x,4)=c/A, com ¢ a constante de normalizacdo. A
preditiva a posteriori de referéncia é uma t-Student com os seguintes parametros [2]:

f(x|e)= t-Student(Y,ﬁ, n —1} (20)
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4. EXEMPLO
4.1 Descricéo do problema

Considere-se a sec¢do representada na Figura 1 que se sup@e relativa a um viaduto existente.

‘ b ‘
) b
\ \ q
h = 250m
= b = 10.00m
. 2x25@15 2x25@15 bw = 0.60m
Qt\t e = 030m
= O 4925 4925 cp = 0.30m
Lbw | Lbw | cs = 0.06m
Betéo: C35/45
Aco de pré-esforco: Y1860 S7, corddo de 15 mm (area de 1.40 cm2), fp0.1 = 1600 MPa
Aco passivo: A500

Figura 1. Geometria da secgdo do viaduto a analisar

Deseja-se efectuar uma avaliacdo estrutural do viaduto e em particular pretende-se avaliar 0 momento
resistente positivo usando metodologias probabilisticas. Considera-se que a fonte de informacdo a
priori é a que consta no projecto do viaduto, nomeadamente as pec¢as desenhadas. A figura 1 resume a
informac&o considerada pertinente. Considera-se também como informacdo a priori as recomendacdes
do PMC (Probabilistic Model Code, [5]), em particular as recomendac@es referentes aos modelos
probabilisticos.

A informacdo que se obtém dos registos de obra, e que permitira actualizar os modelos probabilisticos,
sera recolhida dos registos de obra aquando da construcdo do viaduto.

4.2 Formulacéao para o calculo do momento resistente

O momento resistente sera avaliado pelo método do diagrama rectangular. Adoptam-se para 0s agos
diagramas com patamar de cedéncia horizontal. Assim, se 0s a¢os estiverem em cedéncia no momento
da rotura, as forcas que neles actuam sdo iguais a F, = f51 x A, e F = fy, x A, aco de pré-esforco

e aco passivo, respectivamente. Recorde-se que f, ; denota a chamada tensdo limite convencional de
proporcionalidade a 0.1%. Poderdo surgir duas situagdes (figura 2):

i
o [ R 7-Fel
! fc o - _
] U.m ' 5%
Fp NN
b 2 jF Fpo pY b jF —
S s
(a) Linha neutra no banzo (b) Linha neutra na alma

Figura 2. Forgas actuantes na sec¢ao na rotura

(a) A linha neutra esta no banzo, isto é, F; = fcbe > Fjy + F . Nesta situacdo tem-se:
Fo=Fp+F o fby=F,+F < y=(F, +F)/(fb)
z,=h—-c,-y/2; zg=h-cs—Yy/2; Mgy =F,xz,+Fxz

(b) A linha neutra esta na alma, isto é, F; = fcbe < Fj + ;. Nesta situagdo tem-se:
Fa+Fop =F+Fy & F+ fox2xbya=FR+F, < a=(F+F, —Fy)/(f x2xb,)

zy=h-c,-e-al2, zy=h-cs—e-al2; Mgpq=F,xz,+F xz,+Fyx1/2x(e+a)
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4.3 Analise deterministica

Comeca-se por efectuar uma analise deterministica a fim de comparar os resultados com o0s resultados
a obter da analise probabilistica. Para tal, 0 momento resistente serd calculado usando os valores
caracteristicos das resisténcias dos materiais, isto €, usando fy 1« = 1600 MPa; f;, = 500 MPa e f. =

= 35MPa. Obtém-se Mg, = 53 220 KNm. Usando agora, ndo os valores caracteristicos, mas os valores
de calculo, isto é, usando: fyo14 = 1600/1.15 = 1391 MPa; fyy = 500/1.15 = 435 MPa; f. = 35/1.50=

= 23.3 MPa. Obtém-se Mgq = 46 060 KNm. E interessante notar que o factor de seguranca global y =

= Mgk / Mgy = 1.155 € praticamente igual ao factor de seguranca do ago o que permite concluir que,
para o caso em andlise, a variavel com maior peso é a resisténcia dos agos e ndo a resisténcia do betéo.
Um caélculo simples permite também concluir que a contribuicdo do aco de pré-esfor¢co para o
momento resistente €, no caso presente, cerca de 10 vezes a contribuicdo do ago passivo. Em resumo,
a analise deterministica que se acabou de fazer permite concluir que é sobretudo em relagdo ao ago de
pré-esforco que interessa buscar informacéo actualizada, visto ser a variavel com maior peso no
momento resistente.

4.4 Modelos probabilisticos das variaveis aleatorias

Das diferentes variaveis do problema assumiremos como deterministicas apenas as relativas a
geometria da seccédo (h, b, e, by). Todas as outras (fyo1, fsy, fe, As, Cp, Cs) Serdo consideradas variaveis
aleatdrias. A distribuicdo de probabilidade do momento resistente, e em particular o valor
caracteristico (quantilho de 0.05), ser4 avaliada através de um programa de célculo automatico que
implementa o Método de Monte Carlo, desenvolvido no &mbito do presente trabalho.

Resisténcia do ago de pré-esforgo, fyo1: O Probabilistic Model Code [5] recomenda usar a seguinte
relagéo: fyo1 = 0.85xf,,, em que f,, designa a tenséo de rotura, para a qual recomenda atribuir um
desvio padrdo o = 40 MPa. Mais refere 0 PMC [5] que Hip, = fox +1.650, em que f designaa

resisténcia nominal do aco, identificada em geral com o valor caracteristico. No presente exemplo o
aco de pré-esforgo é da classe Y1860, ou seja fc = 1860 MPa. Assim, tem-se:

#,, =0.85u;  =085x( fyy +165x40)=0.85x(1860-+ 66) =1637MPa

2 2 2
O-pr.l =0.85" x40 < Gfp().l =0.85x40=34MPa.

Finalmente, segundo o PMC [5], a familia normal é adequada para descrever a incerteza na resisténcia
do aco. Portanto, 0 modelo a adoptar para a resisténcia do pré-esforco (que para todos os efeitos
constituird o modelo preditivo a priori) seré:

fy01 ~ Normal (4 =1637MPa,c = 34 MPa)

Resisténcia do ago passivo, f,,: Relativamente ao ago passivo o PMC [5] recomenda x = Syom + 20,
em que u representa o valor médio da resisténcia e o o desvio padréo, para o qual se pode atribuir 30
MPa (agos producdo de boa qualidade). No presente exemplo S,,m = 500 MPa, pelo que « = 500 +
2x30 = 560 MPa. O modelo normal também é adequado para a resisténcia do ago passivo:

f, ~ Normal (x =560MPa, o =30 MPa)

Resisténcia do betdo, f.: Conforme vimos a resisténcia do betdo ndo é o factor determinante para o
momento resistente positivo da sec¢do em estudo, pelo que se adopta um modelo relativamente
simples. Adpta-se 0 modelo proposto por Wisniewski [6] e que consiste em atribuir & resisténcia do
betdo um modelo normal com média exactamente igual ao valor nominal da resisténcia e um
coeficiente de variacdo de 12%. Assim, tem-se:

f. ~ Normal(x =35MPa,o =0.12x35=4.2MPa)
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Areas do acos, A,, A Para as areas dos acos assumiremos modelos normais com médias iguais as
areas que constam na figura 1 e coeficiente de variagdo igual a 2%. Tem-se:

A, ~ Normal(u =140 cm?, 0 = 2.8cm? ) ; A, ~ Normal (,u -39.3cm?,0 = 0.786cm2)

Cotas do cabo de pré-esforco e armadura passiva, ¢, Cs: Para descrever a incerteza na cota do cabo
de pré-esforco adopta-se uma distribuicdo uniforme com um minimo de 0.30 — 0.02 = 0.28 e um
méaximo de 0.30 + 0.02 = 0.32m. Para descrever a incerteza na cota da armadura passiva adopta-se
também um modelo uniforme com um min. de 0.06 — 0.01 = 0.05 e um max. de 0.06 + 0.01 = 0.07.
Tem-se, pois:

¢, ~ Unif (0.28,0.32); ¢ ~ Unif (0.05, 0.07)

4.5 Analise probabilistica com precisdo conhecida

Andlise a priori: Por comodidade, denotaremos a tensao limite convencional de proporcionalidade do
aco de pré-esforgo fyo1 por X. Conforme vimos, o modelo X ~ Normal(,u =1637MPa,c =34 MPa)
constitui 0 modelo preditivo & priori para X. Isto significa que Ax = 1/34? = 0.000865. Usando este
modelo e os outros descritos anteriormente o programa utilizado forneceu Mg, = 52 480 KNm, que é
muito préximo do obtido pela analise deterministica (53 220 KNm).

Analise a posteriori: Admita-se que segundo os registos de obra foram usadas n = 9 bobines de aco de
pré-esforco com as seguintes tensdes limite convencional de proporcionalidade em MPa:

¢ = {1807, 1818, 1818, 1784, 1860, 1846, 1807, 1829, 1778}. Desta amostra obtém-se facilmente a
média amostral X =1816 MPa. Para definir o0 modelo & posteriori é necessario introduzir uma
hipbtese. Que valor atribuir ao pardmetro no, dimensdo da amostra equivalente a priori?. Admita-se
gue ndo h& motivos para dar mais importancia aos valores constantes nos registos de obra do que aos
valores de que se dispde a priori. Isto equivale a afirmar que ny = 9. Fixado o valor de no é facil

atribuir um valor a precisdo 4 do modelo. Com efeito, basta atender a que, pela Eqg. (10):

Ny 9+1

LN NPIN 4= 0.00865 < A== =>x0.000865 = 0.000961

ng+1 ng +1
Assim, o modelo a posteriori para o ago de pre-esforgo é:

X | &~ Normal =—— Ay;. =— A |=Normal (1726.5, 0.000911).
| (ﬂ” Ny +N Xle g +n+1 ] ( )

Usando este modelo obteve-se Mgy = 55 110 KNm, que corresponde a um aumento de 5%
relativamente ao obtido na analise s6 com informagéo a priori.

Andlise de referéncia: Recorde-se que esta analise so utiliza informacgdo amostral. Assumiremos que
Axie = Ax = 0.000865. Assim, observando a Eq. (13) tem-se:

X e~ Normal(x Axje = leJ — Normal (1816, 0.000865)
n+

Usando este modelo obteve-se Mg« = 57 670 KNm, a que corresponde um aumento de 10%
relativamente ao obtido na anélise a priori.

Conforme se acaba de constatar, quando se admite conhecida a precisdo de X é necessario assumir um
valor para no. Um valor pequeno para no significa dar mais peso & informagdo amostral. Um valor
grande de nq significar dar menos peso a informagdo amostral. Uma analise com interesse 6bvio, mas
que ndo serd aqui feita limitac&o de espago, é a anélise de sensibilidade de Mg, a0 pardmetro no/n.
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4.6 Analise probabilistica com média e precisdo aleatérias

Andlise a priori: A analise a priori é idéntica a feita no 84.4, isto €, assumiremos que
X ~ Normal (. =1637MPa, o = 34 MPa) . Recorda-se que se obteve Mg, = 53 220 KNm.

Andlise & posteriori: Conforme vimos, é necessario definir 4 pardmetros (i, No, @, £). Quanto ao
primeiro, obviamente 4 = 1637 MPa. Quando ao segundo assumiremos ng = 9, 0 que equivale a dar
igual importancia a informacéo existente e a informagao adicional. O parametro « é o pardmetro de
forma da distribuicdo gama. Assumiremos para « = 3. Relativamente ao pardmetro 5, obtém-se
facilmente da Eq. (16). Considerando que V[X] = 34% obém-se 3= 2080.3. Quanto a u, e /3, aplicando
a Eq. (18), obtém-se u, = 1726.5 e S, = 76994. Introduzindo estes valores no modelo obtém-se Mg, =
51 840KNm, valor este que é bastante inferior ao valor correspondente obtido considerando a preciséo
fixa, e até é inferior ao valor obtido na analise & priori. Este resultado pode parecer estranho a
primeira vista. Na verdade, visto que as caracteristicas dos agos que constam nos registos sdo mais
favoraveis do que as correspondentes valores a prori, esperariamos que o valor do momento resistente
aumentasse. Uma analise cuidadosa mostra que 0 que esta a acontecer é que as médias a priori e a
posteriori s&o bastantes diferentes e a Unica maneira de conciliar as duas amostras é atraves de uma
grande variancia. E justamente esta grande variancia que é responsavel pela diminuigio do momento
resistente. O grafico seguinte pretende ilustrar estas consideragoes:

Amostra a priori Amostra a posteriori

/—/%/—/%

Amostra global com elevada variancia

Figura 3. Conciliacdo das amostras a priori e a posteriori

Este exemplo permite concluir que quando as amostras a priori e & posteriori tém médias bastante
diferentes, e isto acontece com frequéncia quando se parte de valores recomendados por regulamentos
gue tendem a ser conservadores, deve-se ter cuidado. Nestes casos, é aconselhavel fixar a precisdo do
modelo.

Conforme se viu acima, houve a necessidade de arbitrar valores para ny e o. Tem interesse analisar a
sensibilidade de Mgy a estes pardmetros. Por falta de espago, esta analise ndo seré aqui feita, referindo-
se apenas que neste exemplo Mg, ndo é muito sensivel aos valores plausiveis que o parametro « pode
assumir.

Andlise de referéncia: Na analise de referéncia aplica-se a Eq. (20) que, como se observa so utiliza
informacdo amostral. Ndo é necessario arbitrar qualquer valor ou efectuar qualquer hipdtese. Toda a
informacéo necesséria para definir o modelo é extraida da amostra. O modelo para a resisténcia do ago
é entdo dada por

9+1626.9°

Obteve-se Mg = 57 900 KNm que é muito parecido com o valor obtido em §4.4. No entanto ndo foi
preciso arbitrar qualquer valor, tornando a analise mais simples do que a efectuada em §4.4.

X|e~ t—Student(1816, -1 1 9 —1} = t-Student (1816, 0.00128, 8)
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5. CONCLUSOES

Na presente comunicacdo abordou-se a actualizagdo Bayesiana de modelos normais. Os
procedimentos de actualizagdo foram ilustrados através dum exemplo — avaliagdo do momento
resistente dum viaduto. Observou-se que, entre as diferentes varidveis de que depende o momento
resistente, a resisténcia do ao de pré-esforgo tem, nesse exemplo, um peso significativo. Dos registos
de obra obteve-se uma amostra da resisténcia do ago de pré-esforco, a qual, por aplicacdo de
metodologias Bayesianas, permitiu actualizar a respectiva distribuicdo de probabilidade, e
consequentemente a distribuicéo de probabilidade do momento resistente. Os resultados apresentados
mostram as potencialidades das metodologias Bayesianas quando se considera novas fontes de
informacé&o.

A actualizagdo de uma distribuigdo de probabilidade requer assumir que os parametros da distribuicéo
sdo, eles proprios, variaveis aleatorias. Como referido no principio, estabeleceu-se como objectivo
analisar as implicacOes de se admitir que apenas a média € aleatéria e de se admitir que tanto a média
como a precisdo sdo ambos aleatdrias. Da andlise efectuada ressaltam as seguintes conclusdes
principais:
1) Face a um problema de actualizagdo dum modelo normal, a op¢do natural é admitir aleatoriede
para ambos os parametros do modelo. Alias, como se viu, esta é a inica maneira de extrair toda
a informacéo contida na nova amostra.

2) Se ainformagdo a priori for escassa e a Unica informacéo relevante for a obtida da amostra, a
actualizagdo torna-se mais simples se se admitir aleatoriedade para ambos os pardmetros. A
andlise Bayesiana extrai da amostra toda a informacdo necessaria para construir o modelo
preditivo, ndo havendo necessidade de assumir qualquer hipotese.

3) Se a informacdo a priori for relevante a consideragdo da aleatoriedade para ambos 0s
parametros pode conduzir, porém, a resultados ndo esperados. Com efeito, se a diferenca entre
a média a priori 1, e a média a amostral X for significativa, a variancia do modelo preditivo

resultante pode ser de tal maneira grande que as inferéncias realizadas a partir dele ndo sejam
realistas. Se assim for, é aconselhdvel fixar a varianca do modelo. Naturalmente surge a
pergunta: que critério utilizar para decidir se se deve fixar a variancia? Sugere-se 0 seguinte

- T N2 amrx 4
critério: Se a variancia amostral, s®, for da ordem de grandeza de (u—X)", entdo é de
considerar ambos os parametros aleatorios. Caso contrario é aconselhavel fixar a variancia.
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